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Propriétés qualitatives de certaines équations différentielles

Introduction

Ce problème présente cles techniclues permettant d'étuclier les soiutions cl'équations différ'entieiles,

en général non linéaires. saDs connaitre explicitement ces solutions, Par conséquent, on ne cherchera

pas à résoudre les équations clifférentielles qr.ri apparaîtront a.r-r fi.I de I'épreuve, sauf si cela est cleurandé.

Rappelons que, dans le cas cl'une équation clifférentielle non linéaire, l'intervalle de définition d'une

solution est iui aussi inconnu.

Définit ions et notations

Pour tout entier rn ) 0. on rnunit I'espace vectoriel R- clu produit scalaire usuel

< r ' 1 u > -  t  r i Y i i
1 ( i ( n r

Ia norme associée est notée l lr l l  : on note By(æo,R) la boule fermée cle centre zs € Rm et cle ra1<rn

R .

Soient Li une partie ouverte de R x R- , et / rrne application de U dans R- o,. , l i t .,,,.

l'application u : I -+ Rm est une solution de l'équa,tion diffr<rentielle

( E )  s t :  f ( t , x )

s i :

a) I est un intervalle non trir.ial (ni vide, ni rétluit à un 1:oint) cle la droite réelle R,

b) u est une application clérir.'able de I dans R- ,

c )  p o u r  t o u t  |  €  I .  o n  a  ( l , u  ( f ) )  €  U  e t  u ' ( t ) :  f  ( t . u ( t ) ) .

Soient 1r,1 : 11 -.> Rn et u2il2 -+ R- deux solutions cle (E) ; on dit qLle rr1 est une restrtctr,on.

cle u2 si Ir C Iz et si, pour tout t € 11 , on a a1(û) : uz\t). On dit aussi que ?r2 est un prc,lort,gem,ent

de u1. ou encore que tr2 prolonge u1.

Lne solution de (E) est clite mazimale si elle n'adnret pas ci 'autreprolouqement qu'e1le-mênre.

De manière généraie C'(\,\ ') ciésigne I 'ensemble des applica.tions de X clans Y de classe C".

lorsque cela a un sens.

On dit que l 'application / est localemertt l ipschitz' ietuze en æ si. pour tout point (to,ro) cie U. i1

existe clerrx nombres réels e et À tous derix ) 0 et tels que :

a) I 'ensemble C : lto - t.to + e] x B1(zs,e) s6it inclus clans Lï.

b )  s i  ( 1 . 1 1 )  e t  ( f , c 2 )  s o u t c l e u x p o i n t s c l e  C , o n a i t  l l / ( t . o r ) - " f ( t , r r ) l l  ( k l l r 1  - c 2 l l  .

On rappelle qu'une fonctiou .f e Ct(tI,R-) est localement l ipschitzienne en r.

Les deux prernières parties n'utilisent pas le théorème cle Cauchy-Lipschitz, contrairenelrt allx

autres parties. L'érroncé cle ce théorème est donné a,u début cle la troisième partie.



Partie I

So i t  q  unnombre rée l  ) 0  e t so i t  u  uneapp l i ca t i onc lé r i va ,b lede  R  dans  R? ;pou r  l €R .on

écrit u.(t) : (u1(i).22(t)). On suppose que la fonction u satisfait, srir R, aux égalités
( ,
) , , ,  

:  u 2 :

I "â : -ILl -qu?'

L'existence d'une telle apirlication u est admise ici.

1) Démontrer que ru est solution ci'une équation différentielle clu t;,'pe (E) en précisant bien quelle est

I 'application /.

2) Ponr g = 0, déterminer l'applica,tion u et <lémontrer ciue I'inrage de I'arc t v+ u(t) est un cercle.

Représenter ceci sur un clessin. en n'oubliant pas de rnentionner le sens de parcours.

3 ) S u p p o s o n s g > 0

a) Démontrer c1u'il existe un nombre réel p tel que I'image cle u soit inciuse dans la courùe

cp :  { (u ,xz )  e  R2 t  *?  +  l  r !  +  * }  : ' p7 .

b) Dérnontrer que p est ) 0. Que clire de u si , : O Z

On suppose désorr:rais p > 0 .

c) Représenter sornnrairenrent Ia courbe Co dans un repère olthonormé du plan. Les tangentes aux

points oir la courbe C, coupe 1es axes du repère doivent apirarzrître sur ie c{essin.

c l )  Démon t re rqu ' i l  ex i s tedeux fonc t i ons  p ,0  €C l (R .R)  . avec  p>0 , te l l esque ,pou r tou t  t €R ,

r-rn ait

u ,1 ( t ) :  p ( t ) cos0 ( t )  e t  u2 ( t ) :  p ( t ) s i n9 ( t ) .

e) Calculer d'(t) en fonction cie p et d. et en déduire clue la trajectoire cle u est exactement la

courbe Co.
- y

Partie II : Barrières

Dans cette partie, on consiclère.rye_partie ouverte Lî cle R2 et une fonction / C C0(L',R)

localenrent lipschitzierrne en æ. On note toujours (E) l'équation ciifférentielie r' : f (t,r) .

l) Soient a, b et K cies nomlrres réels, avec a<b, et soit h.:fa,bl -+ R une fonction cléritable

sa t i s fa i san tà  À (a )  =0  e t  h . ' < I {h .Démon t re rque  â  es t  - ( 0  [ onpou r rapa rexemp lec ] re rche rune

fonction g telle que (â'- I{â)tp soit ia dérir 'ée d'une fonction simple].

2) Lem,me d,e la barri.ère inférieu,re: On suppose que I est Lrn intervalle réel non trivial et tr : I -+ R

r-rne application dérivable telle qtle, pour tout t € I, le point (t.a(f)) appartienne à IJ et clue l 'on ait

I'inégalité

o' ( r )  <  / ( i ,a( t ) ) .

On tlit aiors que c est rrne barrière inférieu,re de l'équation (E) sur I'intervaile I.

Soit u : J -l R unesolution cle (E) et fo € IO J. On suppose a(to) ( u(ts) etonveut dérnontrer

c lue  o ( t )  ( " ( t )  pou r  f  2 to .  t  €  I nJ .  Onp rocèdepa r l ' absu rc lee t  onsupposequece laes t faux .

a) Démontrer c1u'ii existe f * et t1 dans I ft J tels que fs ( tr < t* et que l'on ait

u ' ( t 11 :  a (11 )  e t  " ( t )  <  a ( l )  pou r  i 1  (  É  (  t * .
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O; "r.Orr, l 'existence cle 12 Q]fr,t*] et d'un nomble réeI C ) 0 tels que, pour tout t e lt i . lzl . <.,n

ajt

l / ( t . c r ( i ) )  *  / ( t . u ( t ) ) l  (  C  l c r ( t , y  -  t l ( t ) 1 .

c)  Enc{éduirequel 'onâ ct ' -  u ' (  C(cr  -  r )  sr r r  l l r , t : ]  .T lour .era lorsunecontra.d ic t ic ' lnet  copclure.

3)  Exem,ple:  Prenons dans cet te c luest ion t . i :  R? et  f  ( t . t )  = u2 *  (s in l r ,12.

a)Vér i f ierque,pourtout  À € R, l 'appl icat ion o de l - .cc.À[  c lans R déf in iepar  cr( t )  = i / (À- i )

est une barrière inférieure de (E).

b) En détluire que, si t : I -+ R est une solution de (E) et s'il existe rrn nombre réel t6 tel clue

u(to) > 0, alors I ' intervalle I est majoré.

'4) De façon analogue, énoncer et clémontrer le lernme cle la Lrarrièr'e supérieure.

5) Unicité.

a) Déduire des résr"tltats précédents que, si u1 : J1-+ R et u2:J2 -+ R sont cleux solrrt ions cle

(E)  et  s ' i l  ex is te un nomirre réel  ts  € Jr  f l  Jz te l  que u1( f6) :  u : ( to) ,  a lors ut ( t )  = z2( t )  pour  rout

t  €  J r  î J z .

b) Norrs allons démontrer irar un exenrple que l'unicité est fausse lorsqu'on ne $rlppose plrrs la.

fonction / loca,lenrent lipschitzielllre en z . Posons LT : R2 et prerlons pour / i'application de R2

clans R définie par l(É. x) : /f i .

i) Prouver que la f<>uctic-rn / est continue. Est-elie localenrent lipschitzienne?

ii) Décrire toutes les soiutions strictement positir.es cie (E) .

iii) Raccorcler cle telles solutions avec la fonction nn1le poul construire cleux soiutions cle (E)

clui corircident en un point rnais pas el1 tout point.

Partie III : Entonnoirs et anti-eutonnoirs

Da,ns la suite du prol:ièure. on admet le th,éorèrne de Cau,ch,y-Lipschitz :

Soient U une'partie o'uuerte de R x Rm et f g C0(ti. P.') u,ne fonction localement l i l t-*chitzienne

en, r . Soit (to,ro) u,n poittt cle L ; alors

a) l'équatiort d,ifférerttielle (E) ad,rnet une solution m,ax'i'male wtique u : I -+ k^ satisfo.i.scnt d

rr , ( t6)  -  rs  ;

b) son ensemble d,e départ I e.qt u,n interaalle ouaert de R :

c) toute solution u d,e (E) telle tlue u(to) : æs est .une rest'r iction de u, .

Dans cet te par t ie ,  on prend nr : I  e t  on prencl  pour  L le  produi t  ]a ,à[x ]c ,d[  ,  o i r  a^b.c.d

c l é s i g n e n t c l e s n o m b r e s r é e l s . o u  + , c o , o u  - o o , e t s a t i s f o n t à  a < ô  e t  c ( r / . S o i t  f  € C O ( U . R )  u n e

fonction iocalement l ipschitzienne el1 r. On note toujours (E) l 'équation différentieile zr' = f (t.n).

1) Soient p et q cles nornbres réels tels que p ( q, et soit S lp.Sl-+ R une fonction tlérirable clour la

clérivée est bornée. Démontr-er que la fonction g a,clmet une linrite fi.nie en q .



2) Tlr.éorème de I 'entonrtotr.

Soit IC]a,6[ un intenralle non trivial et soient a,p:I-+lc.dl cles applications dérivabies telles

qrre. pour tout t € I, on ait

a( r )  ( / j ( r ) ,  o ' ( r )  <  f ( t , a ( t ) )  e r  / ( f .  p \ t ) )  <p ' ( t ) .

D a n s c e t t e s i t u a t i o n , o n d i t c l u e l ' e r : s e m b l e  A : { ( l , c ) l t e  I  e t  c ( t )  < " ( É ( t ) }  e s t u n  e n t o t n l n i r c l e

(E) sur I'intervalle I . Nous allons établir que les solutions clui entrent da,ns un entonnoir s'y trouvent

piégées.

Soit z: J -+ R une soluti<.rn maxinmle cle (E) et soit ts un point de J tel que (ts.?l(t6))

appartienne à l 'ensemble Â.

a,) Démontrer que (t,u(l)) appartient à A pour tout t ) t6 appartenani à IOJ.

b) Démontrer gue I'interralle I fl [ts, f oo[ est contenu clans J.

3) Er,emple: On prend U : R2 . On pose

l f t , t ) : t - x + 9 ( t . c ) .

or) 9 € Cl(U,R) est une fonction qrri satisfait à

! i l t , " ) > t  p o u r  c ( 1 ,

l s 1 t . r ) ç r  p o u r  l ( c .

a)Démon t re rq l l e .pou r to r " t t nombre rée l  À )0 , l es fonc t i ons  a  e t  B  dé f i n j espa r  a ( l )  : t -Àe - t

et B(r) : t * Àe-t , défi.nissent un entonnoir sur R .

b) En cléduire que toute solution maximale de (E) est définie sLu un intervalle non majoré et aclmet

une asymptote en *oo.

5

Voici une nouvelie cléfinit ion: Soit I C]o,b[ un intervalle non trivial et soient a,B:I -+]c.d[ cles

applications dérivabies teiles c1ue. pour tout t € I , on ait

/1(r)  (  a(r)  .  o ' ( r )  < / ( r ,  a(r))  et  f  ( t .p( t ) )  < B' � ( r ) .
L'ensernble A: {(t,c) lt e I et /3(t) ( æ ( o(t)} est appelé u.n anti-entonno'ir de l 'équation (E) sur

I'intervalle I .

4) Un résultat cl'unicité : On se clonne un tel anti-entonnoir A , en supposant de plus que l'extrémité

c l ro i tedel ' in terval le  I  est  iepoint  b,  que a(r )  -B(r )  -+0 c luand t -+b avec t<ô,et  enf in  c1.re la

fonction / admei une dérir'ée partielle ff Roriti,r" ou nulie sur A.

Démontler qu'il existe au 1>lus une solrrtion u de (E) sur I telle que (i,u(t)) appartienne à

l ' ensemb le  A  po r r r t ou i  t € I .

5) Un résultat d,'evistence : Dans cette qrrestion, A est un anti-entr:nnoir sur I, défuri comrne ci-clessus

pa,r cles fonctions a et B. et on slrppose que I'extrérnité droite cle f intervalle I est le point b . \ous

allons éiablir I'existence d'une solution r de (E) sur i telle r1-re (t,z(t)) appartienne à i'ensemble A

pcrrrr tout , e I . Pour cela. considérons Llne suite strictement croissante (t*)n26 d'élérnents cle I a1'ant

porrr  l imi te ô.

a) Pour toute application tl cle J clans R, on note -J f interlalle constitué des nonrbres réels I

t e i s  que  - t €J ,  e t  onc lé f i n i t  I ' app l i ca t i on  î , : - J  -+R  pa r l a fo rmu le  A ( t )  : , r ( - t )  .Démou t re rque
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1L est solution cle (E) si et seulement si û est solution cl 'uneécg,ration différentielle (E) n' : f l t.r),

c,ùr I est une fonction qne I on 1:récisera.
1

b) \'érifier que p et â c'léfinissent un entonnoir de l'écluation (E) sur i'intervalle -I .

c) Déduire de l'étude cles entonnoirs I'existence, pour chaclue entier n. )- I , c1e cleux solutir.rns rln. 'ttn

c1e (E) , définies sur [ts.l,,] et telies clue

tr,,r(t,") : a(tr) et o,r(t,) : lJ(tn).

d) Prouver clue Iasuite (tr,r(ts))o est déc:roissante: qrle la suite (t 'r(fs)), est croissante, et cl.re l 'on

a  o ' ( t s )  (  z . ( t o )  pou r  t ou t  n2  L .

e) En cléduire I 'existence cl 'un nombre réel ae tel que o,.(te) ( rr;o ( u"(to) pour tout rt.) l.

f) Consiciérer I'uniclue solution maximale u cle (E) telle clue u(ts\ : rD3 et prouver l'existeuce

annoncee.

Partie IV : Périodicité

Pour T €]0,+oc[  ,  on c l i t  c1u 'une appl icat ion h:R-+ R" '  est  T-pér iodique s i .  pour  tnut  t  €  R,

on a h.(t + T) : 7111; .

Dans cette partie, on prend Ir: Rxlc,d[ et on sui)pose l 'application ,f e C011t.R) iocalement

lipschitzienue er1 rj . De plus. on sr.rppose clue I'on a

v ( t , o )  €  u ,  / ( i ,  a )  =  f  ( t  *  T .æ) ,

où. T est un nombre réel > 0 donné.

1) Donner un exemple très sirnpie d'une telle fonction / pour laqrrelle aucune solution de (E) n'est

périocliclue.

2) Soit 'Lr, : J -+ R une solution ma.ximale de i'équa,tion différentielle (E) .

a) Vérif ier que I 'applicatiou 'u définie par t '(f) :u(t+ T) est aussi une solution de (E) stlr un

iutervalle à, préciser.

b )  E n d é d u i r e q u e , s ' i l e x i s t e u n n o s r b r e r é e l  t e € J  t e i c | - r e  t s + T € J  e t  u ( t 6 + T )  : u ( f s ) . a l o l s

t4 est T-périodiqr,re et J : R .

Définissons une application P (<un,e périod,e plu,s tard,o) c1e la façon suivante: Pour chaclue

z elc,d[ , notons 'fz iIz -+ R ]'uni<1ue solution uraximale de (E) telie que 1"(0'1 : z. On pose

D : { " e ) e , d l l T e i , }

et on note P I 'application cle D clans R cléfinie par P(z) : 'y"(T) .

3 )  Démon t re rque ,pou r  z€ l c .d . l ,  l aso lu t i on ' f z  es t  T -pé r i oc l i c l ues ie t seu le rnen ts i  z€D  e t  P (z ) :7 .

{) Dér:rontrer que

a) I 'ensemble D est un iutelvalle de R,

b) I 'applica,tion P est stricternent croissante,

c) I 'ensemble P(D) : {P(z) | z € D} est un intervalle cle R.

cl) I 'application P est continue.



7 -

i t )  E x e m p l e :  P r e n o n s  f ( t . x 1  :  s i n t * 2 c o s æ  e t  T : 2 2 r .  P o s o n s  u : 1 0  e t  a : . 1 - r .

a) Etablir qrre les applications u et t sont bien définies sur [0,2r] fon pourra construire un

entonnoir à I'aide cle fonctions du t1,pe t F+ *3t + À].

b) Vérifrer clue la fonction nuile est une barrière inférier.rle de (E) sur [0,22r] ; en cléduire que

u,(2r) ) 0 . Démontrer par un raisonnernent similaire clue u(2zr) ( -r.

c)  Démontrer  c1u' i l  ex is te z  € [ - r ,0 ]  te l  que P(z) :  2 .

d) En cléduile que (E) aclniet au moins une solution 2zr-1>érioclique.

e) Démontrer que (E) aclmet u.ne infi.nité de solutions 2zr-périociiques.

Partie V : Application

So ien t  a1  e t  o ,2  desnon : .b res rée l s te l sque  0 (  a r<az  e t so i t , f  €C1(R2 ,R2) .Pou r  æ- (x1 . r2 )

clans R2, on écrit f(*): (fr(t)./z(t)) . On note B I 'ensemble cles points (rt,rz) de R? tels clue

r t : p c o s ï ,  a � 2 = p s i n î .  a v e c  É € R  e t  p € .  1 a 1 , a 2 1  .

On fait en outre les h;potirèses suivantes :

(H1)Pour æ appartenantà iaf ront ièrede B dans R' , . f ( r )  l ro intevers l ' in tér ieurde B,cequis igni f ie

que,  pour  tout  nombre réel  9. Ie produi t  scala i re < f  (oucos0.a i ,s in0) , (cos0,s ind)  > est  posi t i f  c lu  nul

pou r  i : 1 ,néga t i f  ou r r r . r l  1 : ro t i l  i : 2 .

(H2) Le prociu i t  scala i re < " f ( r r  .æz), ( - rzr r1)  )  ne s 'annule pas sur  B.

Le but de cette paltie est d'établir I'existence d'une solution périodique non constante. à r'aleurs

clans B, de l 'équation différentielle (E) , '  : f (r) .

l) N'Iontrer que I'on peut se ranr.ener alr cas ori Ia condition suir.ante est réalisée :

(H3 )  Le  p rodu i t  sca la i re  < . f ( r , t .æz ) , ( - r z , c1 ) )  es t  >  0  pou r  t ou t  r  €  B .

On suppose désormais clue la conclition (H3) est réalisée.

2 )  S o i t  I  u n i n t e r v a l l e n o n t r i v i a l c l e  R  e t s o i e n t  d : I - + R  e t  h : R - + 1 0 , * o o [  d e u x a p p i i c a t i o n s

clérivables. Pour f € I. on pose

u ,1 ( t )  -  h (0 ( t ) )  cos  d ( t )  ,  u2 ( t )  :  h (0 { t ) )  s i n9 ( f ) ,

e t  on note u l 'appl icat ion c ie I  c lans R2 déf in ie par  u( t ) :  ( r r ( t ) . r2( t ) ) .

Démontrer que ?l, est Llne soiution de (E) si et seulement si l'on a, pour tout t e I ,

h ' ( 0 ( t ) )  0 ' ( t )  :  mQ( t ) , h ( , 0 ( t ) ) )  ,

0 '  ( t )  :  s2 (0 ( t ) ,  h (0 ( t ) ) ) ,

oir 91 et 92 sont clerrx applications de Rx]0,aoo[ dans R cpe l'on précisera.

3) Prouver qu'i l  existe des nombres réels b1 el b2. avec 0 ( 6r < a7 < a2 ( ôs, tels clue la fonction 92

s o i t  > 0  s r r r  R x ] t r , ô , [ .

4)  Potr r  (0,  p)  e Rx ]b1,  b2[  .  on pose

^ t A  ,  9 t ( 0 r P 1w \ v t p ) :  
S ^ 0 , p ) .
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On considère l 'équation différentieile (E') p':G(0,p). Puiscpre l 'application G est de ciasse C1 et

2zr-périodique en I, on peLlt appiicluer la partie IV avec T :2r. On contintie cie noter P l 'application

n trne périod,e plus tard >.

a) Dérnontrer que 10.2r] x ia1 .o2] est un entonnoir cle (E').

b) Démontrer que P([o1.a2]) est contentl dans [41,a2] .

c) En déduire clue l'application P acLnet au moins un point fixe dans lot,otl, puis clue l'écpation

(E') admet au moins une soiution 2zr-périoclique h : R -+ la1.a2l .

Désormais, on prencl pour fonction h: R + lor,o2] une solution 2zr-périoc{icgue cle (E').

5)  Pour 9 € R,  on pose ,b$)  :  g2Q, lL(0))  .

a) Prouver clue ia fonction ry' reste encaclrée par deux nonrbles r'éels > 0 .

b) En décluire que les solutions maximales cle l'équatiorr cliffér'entielle (E") 0t:Ib(e) solrt tolrtes

cles bijections de R sur R.

6) Conclure.

o o
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